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 البحث: ملخص

ني المعادلات التكاملية لفولتيرا من النوع الأول والثاتناول هذه الورقة البحثية الطريقة العددية لحل 
يتشيف والمصفوفات التنفيذية لـكثير حدود تشيب الناتجة من معادلة ابل التكاملية حيث تضمنت دراسة

م وذلك بتحويل المعادلات التكاملية لفولتيرا الي نظا واستعمالها في حل بعض المعادلات التكاملية,
 جبري خطي.

المعادلات التكاملية لفولتيرا , معادلة ابل التكاملية, كثيرات حدود تشيبيشيف,  فتاحية:الكلمات الم
 المصفوفة التنفيذية لـكثير حدود تشبيتشيف

Abstract: 

This research paper deals with the numerical method for solving Voltaire integral 

equations of the first and second kind resulting from the Abel integral equation, as it 

included the study of the executive matrices of cheyshev polynomials and their use in 

solving some integral equations by transforming the integral equations volterra to a 

linear algebraic system.     

Key words: Volterra integral-differential of the first and second kinds equations, Abel’ 

integral equations, Chebyshev polynomials, Operational matrix. 

 

 مقدمة: 1.1
اعتمد العديد من علماء الرياضيات من أجل تقريب الدوال على كثيرات الحدود من أجل حل العديد 
من المسائل الرياضية حيث ظهرت الـكثير من الطرق العددية لحل المعادلات التكاملية وعلى سبيل 

عادلات الثاني وهي مالمثال حل حالات خاصة من معادلات التكاملية لفولتيرا المفرد من النوع الأول و 
 : آبل التكاملية , المعرفة بواسطة
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)(]0,[  حيث TCxf هي الدالة المعروفة و  
)(xy هي دالة غير معروفة يتم تحديدها , وتكونT  

 ثابت موجب .

آبل هي المشكلة الأولى التي أدت إلى دراسة معادلات التكاملية . معادلات آبل  تاريخيا مشكلة
 ((Zeilon. Zeilon,1924: 1–19التكاملية المعممة على جزء محدود ظهرت في ورقة لأول مرة
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المرجع الشامل لمعادلات آبل التكاملية بما في ذلك قائمة واسعة من التطبيقات, يمكن العثور عليها 
 (  (Nieto J.J,Okrasinski.w ,1997 : 231–240 في

 (85–89 :1998Okrasinski.W,Vila.S. ولحل هذه المعادلات نعتمد على كثيرات الحدود ) 

التطرق لحل بعض المعادلات التكاملية لفولتيرا المفرد من النوع الأول والثاني الناتجة من معادلات 
ا والذي يعتبر أحد أقدم كثيرات الحدود نسبي آبل التكاملية بواسطة كثيرات حدود تشيبيتشيف الذي

 يعود انشاءه من طرف العالم الرياضي تشيبيتشيف

على يد العالم لايبينز ثم تطور حتى  1695الحساب الـكسري عملية رياضية ظهر ت في سنة 
العصر الحديث وبعد الثورة التكنولوجية وجدت طريقها للاستخدام في مختلف ميادين العلمية 

 … لهندسة والفيزياء والميكانيك والـكهرباءوخاصة ا

  الدوال الخاصة: 2.1
  (2021)سميرة الأمين ,الدالة جاما: 1.2.1
 :تعرف دالة جاما كالاتي 1.2.1تعريف 
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 ة الاشتقاق ذي الرتب الكسري 3.1
 الاشتقاق الكسري لريمان ليوفيل : 3.1.1

],,[],[لتكن 3.1.1تعريف  baxbaCf  الاشتقاق الكسري لريمان ليوفيل للدالة,f  في نقطةx 
 ( Shantanu Das,2011) :يعرف كايلي
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 ريمان ليوفيل  اشتقاق دالة ثابتة بواسطة
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 الاشتقاق الكسري لكابيتو : 2.3.1

ة2.3.1تعريف  ]0,[لتكن الدال Cf الاشتقاق للدالة يعرفf   كايلي(Fakhrodin  
Mohammad 2014) 
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 وكابيتو: ليوفيل العلاقة بين الاشتقاق الكسري لريمان 3.3.1
]0,[لتكن الدالة  Cf: 
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 التكامل ذي الرتب الكسرية  4.1
 التكامل ذي الرتب الكسرية لريمان ليوفيل  1.4.1

],,[:لتكن 1.4.1تعريف  baCf  10   ي لريمان ليوفيل يعرف كمايلي:التكامل الكسر 
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 المعادلات التكاملية الخطية 5.1

 (2008)معروف بسوت لليش ,:: لتكن معادلة تكاملية تعطي بالعلاقة1.5.1تعريف 
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),(حيث  txK  ( 5.1النواة التكاملية للعلاقة )يسمي)(),( xx     هما حدود التكامل حيث)(xu 
 هو عدد ثابت.تابع غير معرف,

 (.5.1يمكن حل العلاقة ) xu)(الهدف من هذا هو تحديد التابع المجهول

 لفولتيرا:المعادلات التكاملية 1.5.1

 المعادلات التكاملية الخطية لفولتيرا كالتالي:

                       )1.6()(),()()()( 

x
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dttutxKxfxux  

)(0اذا كان التابع    x  ( تصبح:6.1فان المعادلة ) 

                                )1.7(0)(),()(  
x

a

dttutxKxf  

  تعرف بمعادلة فولتير من النوع الأول

)(1ومن اجل  x   ( فتصبح :6,1فان المعادلة ) 

                                       )1.8()(),()()( 
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dttutxKxfxu  

 .وهذه المعادلة معروفة باسم معادلة فولتيرا من النوع الثاني

 المعادلات التكاملية لفريدهول: 2.5.1

 النموذج التالي: المعادلات التكاملية الخطية لفريدهول هو

(9.1 )               
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dttutxKxfxux )(),()()()(  

 .ثابتة bو a وحدود التكامل
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)(0اذا كان التابع    x  ( تصبح:9.1فان المعادلة ) 

(10.1 )            0)(),()(  
b

a

dttutxKxf  

 تعرف بمعادلة فريدهول من النوع الأول.

)(1ومن اجل  x   ( فتصبح8.1فان المعادلة ) 

(11.1 )                  

b
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 وهذه المعادلة معروفة باسم معادلة فريدهول من النوع الثاني.

 كثير حدود تشيبتشيف ومصفوفات العمليات: 1.2
 كثير حدود تشيبيتشيف من النوع الأول 1.1.2

 بالشكل التالي: n وع لأول من الدرجةنعرف كثيرات حدود تشيبيتشيف من الن
   (Azim Rivazl,Samane Jahan,Farzaneh Yousefi2015: 001–011 )  
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xU)( (M. A. Darani, M .Nasiri ,2013) كثير حدود تشيبيتشيف من النوع الثاني2.1.2 n 

على المجال   nد تشيبيتشيف من النوع الثاني من الدرجةنعرف كثيرات حدو  1,1بالشكل التالي 
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  xVr:Olagungu,A.S.Joseph)(كثير حدود تشيبيتشيف من النوع الثالث 3.1.2
Folake ,2013)) 

على المجال  nنعرف كثيرات حدود تشيبيتشيف من النوع الثالث من الدرجة 1,1:بالشكل التالي 
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نضطر احيانا في دراسة كثير حدود تشيبيتشيف تحويله من المجال الى المجال 1,1  الى
 1,0. وهذا ما يسمى بمحول كثير حدود تشيبيتشيف 

xTr)(محول كثير حدود تشيبيتشيف من النوع الاول5.1.2



: 
( M.El-Kady,Amaal El-sayed, 2013)  

xTr)(محول كثير حدود تشيبيتشيف من النوع الاول

:يعرف كمايلي 
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          :لنوع الثانيمحول كثير حدود تشيبيتشيف من ا6.1.2
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   (M. A. Darani, M Nasiri,2013) 

كثير حدود تشيبتشيف المعرف على المجال 1,0  يسمى كثير حدود تشيبتشيف المحول ويكون
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 والحدود الأولية:
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 :مصفوفات العمليات لـكثير حدود تشيبتشيف2.2

 ( M.Nosrati Sahlan ,H. Feyzollahzaded,2017)   
 :ر حدود تشيبيتشيف من النوع الاولمصفوفة كثي 1.2.2

 يمكن يمتثل كثيرة حدود شيبيشيف من النوع الأول بمصفوفة التالية:
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 المصفوفة التنفيذية للتكامل لـكثير حدود تشيبيتشيف من النوع الأول:3.2.2

(A.Rivazl,Samane Gahan,Farzaneh Yousefi,2015)  
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 :لـكسري لـكثير حدود تشيبتشيفالمصفوفة التنفيذية للتكامل ا 4.2.2
(M.Nosrati Sahlan ,H. Feyzollahzaded,2017)   

 التكامل الـكسري لـكثير حدود تشيبتشيف يمكن ان يكتب على الشكل التالي:
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 TnxxxXxX   1. 
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حل معادلات تكاملية لفولتير من النوع الأول والثاني باستعمال محول كثير حدود تشيبشيف ,وهي 

 (  (M.Nosrati Sahlan ,H. Feyzollahzaded,2017( 2(و)1معادلات ابل التكاملية )
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)3.2()(~)( WXCxyxy T

n  
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 المصفوفة محول كثير الحدود تشيبتيشف   Wهو الشعاع المجهول الذي يتم تحديده و   TCحيث 

 معادلات لفولتيرا الشاذة من النوع الأول:3.1.1
 ( لدينا:3.1معادلة التكاملية لفولتيرا نوع الأول وفقا لمعادلة )

 
)3.3()()()( xyIxf   

 

 ( يمكننا الحصول عليها:3.3(   في )1.3( )16.2استبدال المعادلات )

)3.4()()()(  XWACxf T  
 ( باستعمال كثير حدود تشيبتشيف المحولGalerkinلحل المعادلات هذه نقوم باستعمال طريقة )

 نضع 

 ))(( WA 
 كما يلي: iكثير حدود تشيبتشيف المحول من الدرجة  xi)(ليكن

niXWx ii ,...,1,0,)(  
 نحصل علي:  xi)(( في   4.3هو صف من المصفوفة نضرب )iW ,iحيث 

 
niXWxfXWXC iii

T ,...,1,0,)(   

)3.5(

...

...

...

...1

~

221

132

2



























nxnn

n

n

xxxx

xxxx

xxx

x 

 علينحصل و

 XxX
~~   

)3.6(,...,2,1,0,)(
~

niXWxfWXC i

T

i

T  
 :نتحصلTالي  0باستعمال التكامل من 

)3.7(xi

T

i PWCPW  
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PPXحيث  بمصفوفة التكامل كما يلي:  ,

njni

ji

T
PdxXP

dxxfxPdxxXfP

ji

ij

T

i

T

iIxx

,...,0,,...,0

1
)(,

~

)()(,)(

1

00

















 

 i=0,…,nاجل ( من 7.3باعتبار المعادلة )

 نتحصل علي:
)3.8(x

T WPCWP  

 معادلات لفولتيرا الشاذة من النوع الثاني: 2.1.3
 ( لدينا:2المعادلات التكاملية )

)3.9()()()()()()()(
0

  

x

TWXCIxfdttytxxfxy   

 (9.3المعادلة )

)3.10()()()( xfXWACWXC TT   
 يلي: نكتب المعادلة كما  Tالي  0والتكامل من  xi)(في  (10.3المعادلة )نضرب 

)3.11()()( xWPfCWPWPW TT   
 حيث 

                                                                

1
,

~
1

0





 ji

T
pdxXP

jiT

ij 
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 امثلة: 2.3
مثلة, علاوة علي ذلك رقم شرط المصفوفات لإظهار دقة وكفاءة الطريقة الموضحة بعض الأ

 التنفيذية محددة من قبل 
M.Nosrati Sahlan ,H. Feyzollahzaded,2017)  ) 

)3.12()( 1 AAAcand 

 في الجداول رقم للمصفوفة التنفيذية.  c.n.mويشير الاختصار 

 ليكن معادلة فولتيرا من النوع الأول: :2.3.1مثال

M.Nosrati Sahlan ,H. Feyzollahzaded,2017)  ) 

xdt

tx

ty
x






0 3

2

)(

)( 

3والحل الدقيق 

2

4

33
)( xxy  

يتم الحصول علي معاملات   N=4,8.12يمكن الحصول عليها في من اجل     y(x_)الحل ل 
 .icمجهولة ل 

 N=4بأخذ 

0.0738,−=  2= 0.5968, c 1= 0.7539, c0C 

0.0118.−=  4= 0.0212, c 3c  

 تقريبي لالحل ال

 23.4978x– 3+ 3.7014x  41.5114x −(x) =  4Y 

 + 2.5439x − 0.0502. 

Exact N=12 N=8 N=4 x 

0.2788 0.2797 0.2815 0.2732 0.1 

0.4443 0.4433 0.4463 0.4445 0.2 

0.5822 0.5820 0.5823 0.5863 0.3 
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0.07052 0.7052 0.7058 0.7063 0.4 

0.8183 0.8185 0.8178 0.8159 0.5 

0.9241 0.0242 0.9239 0.9209 0.6 

1.0241 1.1194 1.0242 1.0237 0.7 

1.1195 1.1194 1.1191 1.1227 0.8 

1.2109 1.2110 1.2110 1.2131 0.9 

1.2990 1.2995 1.2951 1.2863 1 

 64.18 40.32 16.01 c.n.m  

 : يمثل الحل المضبوط والتقريبي1: الجدول 1.3شكل 

 كن معادلة فولتيرا من النوع الثاني :لت : 3.2.2مثال

(M.Nosrati Sahlan ,H. Feyzollahzaded,2017)   

22

3

2

1 8

3

)(

)(
)( xxdt

tx

ty
xy 



  

2الحل الدقيق  

3

)( xxy  

يتم الحصول   N=4,8,12من اجل يمكن الحصول عليها بالطريقة في النوع الثاني  xy)(الحل ل
 من خلال الطريقة الموضحة سابقا وبأخذ  ic لعلي معاملات مجهولة 

= 0.0018 40.0076 , c−=  3= 0.0724 , c 2= 0.5097 , c 1= 0.4242, c 0C 

 كما يلي: ci ويتم حساب الحل التقريبي ل

0.0038 −+ 0.2477x   2+ 1.2240x 3+ 0.6927x  4(x) = 0.2253x  4Y 

Exact N=12 N=8 N=4 x 

0.0316 0.0316 0.0316 0.0326 0.1 
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 : يمثل الحل المضبوط والتقريبي2: الجدول 2.3شكل

 

 خلاصة البحث :
 ـكسري )الاشتقاق و التكامل( والبحث عبارة عن دراسة تحليلية, وإعطاء لمحة قصيرة عن الحساب ال 

كيفية حسابهما ثم عرفنا كثير حدود تشيبيتشيف وخصائصها والمصفوفات التنفيذية لـكثير حدود 
تشيبيتشيف واستعمالها في حل بعض المعادلات التكاملية . واقتصرت تطبيقاتها على بيان كيفية تطبيق 

ية من لفولتيرا الناتجة عن معادلات ابل التكامل المصفوفة التنفيذية للتكامل في حل معادلات التكاملية
فيذية للتكامل المصفوفة التن خلال تعرضنا إلى بعض  أمثلة لتسهيل الفهم وتعميم الفائدة  حول استعمال

والمصفوفة التنفيذية للاشتقاق لـكثير حدود تشيبيتشيف في تقريب في حل بعض المعادلات التكاملية 
 هوإلا جزء من البحوث المقدمة في مجال معادلات أبل التكاملية.,وما قدم في البحث هذه ما 

 
 

0.0894 0.0894 0.0895 0.0896 0.2 

0.1643 0.1643 0.1643 0.1638 0.3 

0.2530 0.2530 0.2529 0.2526 0.4 

0.3536 0.3536 0.3536 0.3536 0.5 

0.4648 0.4648 0.4648 0.4651 0.6 

0.5857 0.5857 0.5856 0.5859 0.7 

0.7155 0.7155 0.7155 0.7154 0.8 

0.8538 0.8538 0.8538 0.8535 0.9 

1.0000 1.0000 1.0001 1.0006 1 

 32.85 22.32 11.23 c.n.m 
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